DERIVABILITE

Dans tout ce chapitre, I, .J ... sont des intervalles de R. Quand on emploiera les notations [a, b] ou ]a, b], il sera sous-entendu
que a et b sont deux réels et que a < b.

1 DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

1.1 DEFINITIONS

1.1.1 DERIVABILITE EN UN POINT

Définition (Dérivabilité en un point) Soient f : I — R une application et a € I. On dit que [ est dérivable en a si
lim M existe et est finie. Cette limite est alors appelée le nombre dérivé de f en a et notée f'(a); on la note parfois
r—a r—a

df

K| (a) quand le symbole utilisé pour désigner la variable de f est O, ou encore Df(a).
Cette définition de la dérivabilité en a est équivalente a la suivante :

f(x) = f(a) + Mz —a) + o(x —a) pour un certain A € R, qui se trouve alors étre égal a f’(a).

Théoréme (La dérivabilité implique la continuité) Soient f: I — R une application et a € I. Si f est dérivable en a,

alors f est continue en a.

XXX Attention! La réciproque est totalement fausse. Pensez a la fonction valeur absolue en 0. C’est contre-intuitif,
mais il existe méme des fonctions qui sont continues sur tout R mais dérivables en aucun point.

Démonstration Puisque f est dérivable en a, alors :  f(z) = f(a)+ f'(a)(x —a)+o(x —a). En particulier,

puisque z —a = o(l),ona: f(z) = f(a)+o(l), et donc f est bien continue en a. [ |

¥ ¥ ¥ Explication La dérivabilité de f en a signifie Pexistence d’un réel A pour lequel f(z) = f(a)+A(z—a)+o(z—a). Une

telle égalité exprime une approximation affine de f au voisinage de a : elle nous dit que la droite d’équation y = f(a) + A(z — a)
est la droite la plus proche du graphe de f au voisinage de a, dite tangente de f en a. En particulier, cette terminologie explique
pourquoi on dit que A = f’(a) est le coefficient directeur de la tangente en a.

Sachant que W
f/(a) = lim L&) =F(@)

1 b , quand elle existe et est finie, représente la « pente limite » des cordes précitées.
—a —a

est le coefficient directeur de la corde reliant les points de coordonnées (a, f(a)) et (b, f(b)), la limite

On fait tendre b vers a.

JO) 1A= N

La corde reliant

(a, f(a)) et (b, f(D))

La tangente de f en a

\
I
I
o b

Définition (Tangente) Soient f: I — Reta € l.

e Si f est dérivable en a, la droite d’équation y = f(a) + f'(a)(x — a) est appelée la tangente de f en a.
o Si lim 1@ =@

= t00, la droite d’équation x = a est appelée la tangente de f en a.
r—a xr—a




¥ ¥ ¥ Explication On pourrait montrer sans trop de difficulté que cette définition de la tangente n’est qu’un cas particulier
de la définition de la tangente vue dans le chapitre « Courbes paramétrées ». Précisément, si F' est la courbe paramétrée
réguliére x — (:v, f(x)) dont le support est exactement le graphe de f, alors la droite passant par F(a) = (a, f(a)) dirigée par
F'(a) = (1, f'(a)) n’est autre que la droite d’équation y = f'(a)(z — a) + f(a).

Sans surprise, on représente les tangentes au moyen d’une fléche a double sens comme celle-ci dirigée selon la tangente : «—e—s.

Exemple Pour tout n € N et pour tout a € R, la fonction z — z™ est dérivable en a et son nombre dérivé en a est na™'.

™ a™ n—1 i i " a™
— —k—1 .. . - . .
En effet Pour tout x € R\ {a} T = E az" . La limite lim ———— existe alors clairement
T —a z—a T — Q
k=0
n n n—1 n—1
PRI . r —a k n—k—1 n—1 n—1 .
et précisément :  lim —— = a‘a = a =na comme annonce.
z—a T —a
k=0 k=0
Exemple La fonction valeur absolue | - | est dérivable en tout point de R*, mais pas en 0.
En effet
e Sur RX, || coincide avec la fonction & — x dont nous venons de voir qu’elle est dérivable partout, donc

| - | est dérivable sur RY. La situation est la méme sur RX, au signe prés.

« . lzl[=10] _ |=| _ 1 siz>0
e En revanche, pour tout x € R” : 2-0 — = 1 siz<0
R - 10 . — |0 . — |0 .
Ainsi lim lz| = [0] =1#-1= lim M7 donc lim | = (0] n’existe pas et comme voulu |- | n’est pas
-0t —0 z—0— =0 x—0

dérivable en 0.

1.1.2 DERIVABILITE A GAUCHE/A DROITE EN UN POINT

Définition (Dérivabilité a gauche/a droite en un point) Soient f:I — R une application et a € I.

e On dit que f est dérivable & gauche en a si f;n |—oo,q) est dérivable en a; cela revient & dire que lim M
r—a— r—a
existe et est finie. Cette limite est alors appelée le nombre dérivé a gauche de f en a et notée fy(a).

e On dit que f est dérivable a droile en a si fi;n[q,00[ €st dérivable en a; cela revient & dire que lirn+ M existe
r—a xr—a
et est finie. Cette limite est alors appelée le nombre dérivé a droite de f en a et notée f(a).

Définition (Demi-tangente & gauche/a droite) Soient f: I — R une application et a € I.

e Si f est dérivable a gauche en a, la demi-droite d’équation y = f(a)+ fy(a)(z —a) et & < a est appelée la demi-tangente
G gauche de f en a.

e Si f est dérivable a droite en a, la droite d’équation y = f(a) + f;(a)(z — a) et = > a est appelée la demi-tangente a
droite de f en a.

Remarque  La dérivabilité & gauche n’étant qu’un cas particulier de la dérivabilité en général — on restreint l'intervalle
d’étude — la dérivabilité & gauche implique la continuité a gauche; de méme a droite.

o
Théoréme Soient f: I — R une application et a € I.

f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable & gauche et a droite en a avec de plus fy(a) = fi(a).

y=f(z)

¥ 8§ ¥ Explication f est dérivable & gauche et & droite en a, mais pas en a.




Démonstration

f est dérivable en a <= lim M existe et est finie
T—a r—a
— lim M et lim M existent, sont finies et égales
r—a— Tr—a r—at Tr—a
= f est dérivable & gauche et & droite en a et f;(a) = fala). |
Exemple Comme nous 'avons vu — sans le dire ainsi — la fonction valeur absolue | - | est dérivable a gauche et a droite en

0, mais comme fg(0) = —1 # 1 = f;(0), elle n’est pas dérivable en 0.

iz >
Exemple Soit f:R — R Papplication définie par : Vz € R, f(x)= { irllrgj_ z) : z 2 8 . Alors f € D(R,R).

En effet 1l est clair que f est dérivable sur R*.
En 0, on a fg(0) = f4(0) = 1. Via le théoréme précédent, f
est dérivable en 0 et f'(0) = 1. \\/‘[

Une fonction peut n’étre ni dérivable & gauche ni dérivable & droite en un point. C’est le cas de la

X XX Attention !

1 —
fonction f : x — xsin Z 0 0 prolongée par continuité en 0 via f(0) =0, car z — M

1
= sin — n’a pas de limite en 0,
z—0 T

ni a gauche ni a droite.

Zoom

gl

" il

1.1.3 DERIVABILITE SUR UN INTERVALLE

Définition (Dérivabilité sur un intervalle) Soit f : I — R une application. On dit que f est dérivable sur I si f est
dérivable en tout point de I. L’application z — f’(z) est appelée la dérivée de f.

On note D(I,R) ensemble des applications dérivables sur I a valeurs dans R.

Exemple Les fonctions usuelles — exp, In, puissances, fonctions circulaires et hyperboliques et leurs inverses — sont dérivables
sur leurs ensembles de définition respectifs. Pour les fonctions de base — exp, In, sin et cos — nous I’'admettons. Pour les autres,
qui sont construites & partir de celles-ci, cela découle des résultats du paragraphe suivant.

1.2 OPERATIONS SUR LA DERIVABILITE

Théoréme (Opérations algébriques et dérivabilité) Soient f: I — Ret g : I — R deux applications et a € I. On
suppose f et g dérivables en a.

(i) Somme : f + g est dérivableenaet: (f+g)'(a)= f'(a)+ g (a).
(ii) Produit : fg est dérivableen a et : (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

(iii) Multiplication par un scalaire : Pour tout A € R, Af est dérivableen a et :  (Af)'(a) = A\f'(a).

/ / o /
(iv) Quotient : Sig(a) #0, S est dérivable en a et : <i> (a) = F(a)g(a) J;(a)g (a)A
g g g9(a)
Bien siir, des résultats analogues sont vrais pour la dérivabilité & gauche et & droite, et pour la dérivabilité sur un intervalle.




Démonstration Par hypothése :
fz) = fla)+ f'(@)(w—a)+o(z—a) et g(@) = g(a)+g'(a)(z—a)+o(x—a)

(i) On somme :

(f+g)(x) = f(x)+g(x)

r—a r—a

(f(@) + £ (@) — a) + ol - a)) + (9(a) + ¢'(a) (= — @) + o(z — 0))
=+ 9@+ (F@)+7(@)@-a)+ oz - a).

Ceci montre bien que f + g est dérivable en a et que (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).

(ii) On fait le produit :

o(z—a)
—
= (f9)@)+ (£ (@)9(a) + f(2)g'(@)) (z — @) + [ (a)g (@) (= — )’
o(1)

A

+ ol —a) (f(a) + g(a) + f'(a)(z — a) + g'(a) (z — @) + olz — a)
= (f9)@)+ (£ (@)9(a) + f()g'(@)) (z — @) + oz — ),

Ceci montre bien que fg est dérivable en a et que (fg)' (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

(iii) La multiplication par un scalaire n’est qu’un cas particulier de lassertion (ii).

1 1y’ '
(iv) On suppose que g(a) # 0. Montrons que — est dérivable en a et que <—) (a) =— g(a) Via I’assertion
g g

g(a)*’
(ii), cela montrera complétement 1’assertion (iv). Il s’agit d’utiliser la formule iu =, 1—u+o(u) :
1 1 _1 1
z—a 4 — — r—a !
@)+ g@) + g @) =) F o —a) we gla) L g T
9(a)
1 g'(a) 1 g(a)
= ——x |1~ z—a)+tox—a = — - z—a)+o(x—a)
Sog@ (g el 9) 2, 5~ jrap @m0 ele o
- . . ' g'(a)
Ceci montre bien que — est dérivable en a et que | — | (a) = — ()2 |
g(a

Théoréme (Composition et dérivabilité) Soient f:1 — J et g: J — R deux applications.
e En un point : Soit a € I. Si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a), alors g o f est dérivable en a et :
(90 f) (a) = f'(a)d'(f(a)).

e Sur un intervalle : Si f est dérivable sur I et g dérivable sur J, alors g o f est dérivable sur I.

R XK Attention! Vous méditerez cet exemple : la dérivée de la z — sin(2x) nest pas z — sin’(2z), cest x H@in/(Qac)A

Démonstration Il suffit de démontrer le théoréme en un point a € I.

9(y) — g9(f(a))

Puisque g est dérivable en f(a), on a : im
ane g fa) v—f) y— f(a)

=g¢'(f(a)). Or puisque f est dérivable en a, f

est continue en a, donc li_r'n f(z) = f(a). Par composition on obtient ainsi : lim g(fJ(;’(Ei)) :?Ei)(a)) =g'(f(a)).
Multipliant finalement par la limite li_r}n W = f'(a), nous en déduisons comme voulu que go f est dérivable
en a, et précisément que : liin g(f(x)i : Z(f(a)) = 1131 f(x:z : i(a) X g(fj(”zi)) :?Ei)(a)) = f/(a)g/(f(a))~ u

QX D X En pratique  Cette remarque est trés importante : pour montrer la dérivabilité d’une composée go f, ne vous
contentez pas d’un vague « C’est dérivable par composition ». Mettez en évidence les intervalles I et J et suivez scrupuleusement
I’énoncé du résultat ci-dessus. Le principe est le méme que pour ’étude de la continuité.




Exemple La fonction  — vz Arcsin = est dérivable sur | — 1, 1] \{0}.
En effet

e La fonction z — Arcsin z est dérivable sur | — 1, 1], et c’est aussi le cas de la fonction  — x ; par produit,
x — zArcsin z est dérivable sur | — 1,1[. Or un tableau de signes montre aisément que cette fonction est
positive sur son ensemble de définition [—1, 1], nulle seulement en 0.

e La fonction z — zArcsin z est donc dérivable sur | — 1,1[ ~{0} a valeurs dans R ; or la fonction racine
carrée /- est dérivable sur R ; par composition, z —— v/zArcsin z est dérivable sur ] — 1, 1[ ~{0}.

Le théoréme suivant a déja été énoncé dans le chapitre sur les fonctions usuelles, ou il était admis. C’est grace a lui que nous
avons pu justifier la dérivabilité des fonctions arcsinus, arccosinus et arctangente notamment, et calculer leurs dérivées. Vous
savez déja 'utiliser.

Théoréme (Dérivabilité d’une fonction réciproque) Soit f € D(I,R) bijective de I sur f(I), telle que f’ ne s’annule

pas sur I. Alors f~' est dérivable sur f(I) et : (f_l)l = o T

Démonstration  Soit b € f(I). Pour commencer, le théoréme de la bijection affirme la continuité de f~* sur
f(I). On a donc lirr})ffl(y) = (b).
y—?

_ —1p
Or f est dérivable en f~'(b) € I, donc liml( ) f(xi);—(j(b)()) = f'(f_l(b))7 puis en passant a l'inverse — ce
z—f=1(b -

) z— f7Hb) 1

lim — = 77 .
a—i =1 f(z) = F(f710)  f(f1(0))
Composant 1'une avec I'autre les deux limites ainsi obtenues, nous pouvons affirmer que :

) i () W o 0 B et O W .

lim = lim C’est le résultat voulu.

y—b y—b v=b (7)) = F(FH ) (D)

qui est possible car par hypothése f’ ne s’annule pas —

2 LES GRANDS THEOREMES

2.1 THEOREME DE ROLLE

Définition (Extrémum local) Soit f: I — Reta € I.
e On dit que f posséde un mazimum local en a si f est majorée par f(a) au voisinage de a.

e On dit que f posséde un minimum local en a si f est minorée par f(a) au voisinage de a.

Maximum
donc maximum local Maximum local

VRN mais pas maximum tout court
¥ ¥ ¥ Explication 4
Un maximum local n’est pas forcément un maximum de la fonction sur tout
son domaine de définition.

Minimum *>\o/
donc minimum local

X X X Attention ! On peut avoir un minimum local en a sans pouvoir affirmer pour autant que f est décroissante &

gauche et croissante a droite au voisinage de a. C’est le cas de la fonction z — 2 4+ 222 sin? = prolongée par 0 en 0, représentée
T

T

ci-contre.




Le théoréme suivant, quoique simple a démontrer, est LE théoréme dont tous les autres vont découler dans cette partie.

Théoréme (Extrémum local et dérivabilité) Soient f :— R et a € I. On suppose que f est dérivable en a et que f
posséde un extrémum local en a. Alors f'(a) = 0.

| |

| |

| | ‘
| | \
| \ \
} } |
a a a

Situation standard du théoréme Ici a est une borne de [ La réciproque du théoréme est fausse.
(cas d’un maximum). et le théoréme est faux.

*X KX Attention !

o
e Ce théoréme est vrai parce qu’on suppose que a € I, i.e. que a n’est pas une borne de 1.

e La réciproque est fausse : on peut avoir f'(a) = 0 sans avoir aucun extrémum local en a. Pensez par exemple & la fonction

x— 2 en 0.

Démonstration Démontrons le théoréme dans le cas d’un maximum local en a. Puisque a n’est pas une borne
de I, il existe € > 0 tel que [a —e,a +¢] C 1.

Puisque f posséde un maximum local en a, alors f(z) < f(a) sur [a —&,a + €] (le méme & que ci-dessus, quitte &
le rapetisser un peu éventuellement). Par conséquent :

LI I@ oy vecpars f@) 1@

Ve €la—e¢,a
T—a T—a

N

0.

Mais f étant dérivable en a, elle 'est & gauche et a droite en a et on peut donc faire tendre x vers a par la gauche
et par la droite dans ces inégalités. Cela donne f,(a) > 0 et fi(a) < 0. Or f'(a) = fy(a) = fi(a). Par conséquent
f'(a) est a la fois positif et négatif, donc f'(a) = 0. [ |

Théoréme (Théoréme de Rolle) Soient f : [a,b] — R continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[ et telle que f(a) = f(b).
1l existe ¢ € ]a, b] tel que f'(c) = 0.

¥ ¥ ¥ Explication Toutes les hypothéses du théoréme de Rolle sont importantes, c’est ce que montrent assez clairement
les figures ci-dessous.

| |
| |
| |
| |
| |
a b a b

Situation standard Si on enléve la dérivabilité, Si on enléve la continuité, Si f(a) # f(b),
du théoréme de Rolle. meéme en un point, méme sur les bords, c’est toujours la cata.
rien ne va plus. c’est encore pire.
X XX Attention ! Le théoréme de Rolle est un théoréme d’existence, certainement pas d’unicité. La premiére figure

ci-dessus le montre clairement.

Démonstration Puisque f est continue sur le segment [a, b], f est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes. Notons
m =min f et M = max f
[a,b] [a,b]
e Si f(a) = f(b) # M, alors comme [ atteint ses bornes, il existe ¢ € ]a, [ tel que f(c) = M. Parce que ce
point ¢ est dans I'intérieur de [a, b], nous pouvons utiliser le théoréme précédent et affirmer que f'(c) = 0.

e Si f(a) = f(b) # m, on procéde de la méme maniére.

e Le cas restant est le cas dans lequel f(a) = f(b) = m = M. Or l'égalité m = M implique la constance de f
sur tout [a, b], par définition de m et M. La constance de f sur entrainant la nullité de sa dérivée partout,
nous avons ce que nous voulons. [ |




2.2 EGALITE ET INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS

Théoréme (Théoréme ou égalité des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R une application continue sur [a, b],
dérivable sur ]a, b[.

Il existe ¢ € ]a, b[ tel que f'(c) = WA L’interprétation géométrique de ce résultat est présentée ci-dessous.
y=f(z)
X X X Attention ! !
Conséquence du théoréme de Rolle, le théoréme des accroissements finis est un théoréme
d’existence, certainement pas d’unicité. '}‘\
y = d(x)
|
| |
Démonstration } }
NN fo) = fla) s - \ ! \
Notons d l'application z — P (z — a) + f(a) définie et dérivable sur ) X X
[a, b]. La figure ci-contre donne une interprétation graphique de d. Notons en outre a ¢ b
o lapplication f — d. Alors ¢ est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[ comme
somme. Et par ailleurs ¢(a) = ¢(b) = 0 car :
f) — fla f®) — f(a
o) = @) - T ooy pay=0 e oy =) - LU 0y ga)

b—a
Le théoréme de Rolle montre aussitot I'existence d’un certain ¢ € ]a, b] tel que ¢'(c) = 0. Cette égalité se réécrit
f(b) — f(a)

b—a
a et b. [ |

s 2 ! 2 .
aisément sous la forme voulue : = f’(¢). La pente en c est égale au taux d’accroissement de f entre

Théoréme (Inégalité des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R une application continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b].
(i) S’il existe m, M € R tels que : Vx € Ja,b], m < f'(z) < M, alors: m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).
(ii) Si |f'| est majorée par un certain K € Ry sur ]a,b|, alors : |f(b) — f(a)‘ < Kb —al.

Démonstration Via le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € ]a, b[ tel que W = f'(e).
(i) Par hypothése, m < f'(c) < M, donc m < P < M. Le résultat est alors immédiat puisque a < b.

ii) découle de (i) si on pose m = —K et M = K. [ |
(i) p

Le résultat suivant est une conséquence immeédiate de P’assertion (ii) de I'inégalité des accroissements finis.

Corollaire (Dérivée bornée et lipschitzienneté) Soit f € D(I,R). Si |f’| est majorée par un certain K € Ry sur I, alors
f est K-lipschitzienne sur I.

Q2 QXY D En pratique  Quand vous voulez démontrer une inégalité qui n’a pas ’air tout a fait triviale, 'une des techniques
auxquelles vous devez penser est 'utilisation de I'inégalité des accroissements finis. Deux exemples sont donnés ci-dessous.

Exemple Vz e€R, |[sinz|< x|

En effet La fonction sinus est dérivable sur R et sa dérivée cosinus est majorée en valeur absolue par 1. Par
conséquent sinus est 1-lipschitzienne, donc en particulier, pour tout x € R:  |sinz| = |sinz—sin0| < |z—0| = |z|.

n
1
E 1 E — ~ Inn.
xemple kZIanoo nn

En effet

e Soit k € N*. Commengons par appliquer I'inégalité des accroissements finis a la fonction In sur [k, k + 1]. La

fonction logarithme est continue sur [k, k+ 1] et dérivable sur |k, k+ 1], et sa dérivée z — — est majorée par

% et minorée par ki 7 sur |k, k+1[. Par conséquent : ((k+1)—k) < In(k+1)—Ink < % ((k+1)—k),

k+1

1
ce qu’on réécrit aisément de la fagon suivante : k—+1 <In(k+1) —Ink <

Enl



e Soit n € N, n > 2. Sommons les inégalités précédentes pour k € [1,n — 1]. On obtient :

kz:: (In(k+1) — Ink) Z%

n—1

k:l k=1
n 1 n—1 1 n 1
puis aprés simplification télescopique et changement d’indice : Z 7 S <Ilnn 7 S Z % Permutons
k=2 k=1 k=1
"1
maintenant l'ordre de ces inégalités : Inn < Z T < Inn+1, puis divisons par Inn et faisons tendre n
k=1
. . 1 1
vers co. On montre ainsi, comme voulu, que lim — — =1, ie. que Z = Inn. |
n—oo lnn 1 k =1 n—oo

2.3 CONSTANCE, MONOTONIE ET DERIVABILITE

Il s’agit de justifier dans cette partie I'idée bien connue selon laquelle le signe d’une dérivée est un indicateur de monotonie
ou de constance.

Théoréme (Caractérisation des fonctions constantes et monotones) Soit f € D(I,R).
(i) f est constante sur I si et seulement si f’ est nulle sur I.
(ii) f est croissante (resp. décroissante) sur I si et seulement si f’ est positive (resp. négative) ou nulle sur I.

(iii) f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I si et seulement si f’ est positive (resp. négative) ou nulle sur
Iet {x el/ fl(x)= 0} ne contient aucun intervalle non vide non réduit & un point.

En particulier, si f’ est strictement positive (resp. négative) sur I, alors f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I.

¥ ¥ ¥ Explication Ces résultats n’ont rien de magique, ils ont une interprétation géométrique trés simple. Nous savons
que si f est dérivable en a, la tangente de f en a a pour coefficient directeur f’(a). Or les tangentes sont un révélateur naturel
de la croissance du graphe de f : si f est croissante (resp. décroissante) au voisinage de a, f a une tangente en a de coefficient
directeur positif (resp. négatif).

Vous méditerez cependant avec intérét le deuxiéme point du paragraphe Attention! ci-dessous, qui montre les limites de ce
petit raisonnement avec les mains.

*X KX Attention !

e [’hypothése selon laquelle I est un intervalle est absolument essentielle dans ce théoréme. Si I est une réunion d’intervalles
disjoints, le théoréme est faux, comme l'illustrent les figures ci-dessous.

f est croissante sur I; et sur Io,
donc f' > sur I1 et sur Io,
mais f n’est pas croissante

sur [1 U Is.

f est constante sur I et sur I,
donc f' = 0 sur I et sur Ia,
mais f n’est pas constante

sur Iy U Is.

e On peut avoir f'(a) > 0 pour un certain a € I sans pouvoir affirmer que f est strictement croissante au voisinage de a. Par

1 =z
exemple, soit f la fonction z — x2sin — + 3 prolongée par 0 en 0. Bien siir f est dérivable sur R* et en revenant au taux
T
1 1
d’accroissement de f, on montre aisément que f'(0) = 3 > 0. Or par ailleurs :  Vz € R*, f'(z)=2xsin— —cos— + >
T T
ce qui montre que f’ change de signe réguliérement au voisinage de 0, donc change de sens de variation réguliérement au
voisinage de 0. En deux mots, le x sin — est petit au voisinage de 0 alors que le cos — prend une infinité de fois les valeurs
x T
3

1 1
1 et —1. Comme on ajoute > f’ prend une infinité de fois au voisinage de 0 des valeurs proches de —5 et 3

Zoom

- |




Remarque

Démonstration

f(z) - f(a)

r—a

(i) et (i) Supposons d’abord f constante sur I et donnons-nous a € I. Alors = 0 pour tout

z € I~ {a}. A la limite en a, on obtient donc f'(a) = 0.

Réciproquement, supposons f' nulle sur I et donnons-nous z,y € I, z < y. Alors f est continue sur [z,y]
et dérivable sur ]z, y[, donc via le théoréme des accroissements finis, il existe un certain ¢ € |z, y[ tel que
fy) = f(=)

y—x
sur 1.

= f’(¢) = 0. On en déduit comme voulu que f(z) = f(y). Cela montre bien que f est constante

Pour démontrer l'assertion (ii), changez ci-dessus tous les symboles « = » en des « < » ou en des « > » (le
symbole d’égalité dans le théoréme des accroissements finis doit, lui, étre conservé).

(iii) Notons Z = {x el f(z)= 0}4

Supposons d’abord que f est strictement croissante sur I. Via (ii), f’ est positive ou nulle sur I car f’ est
croissante sur I.

Montrons alors que Z ne contient aucun intervalle non vide non réduit a un point. Soient donc a,b € I tels
que [a,b] C Z. Nous devons montrer que a = b. Or via (i), puisque f’ est nulle sur [a, b], f est constante sur
[a,b]. En particulier f(a) = f(b). La stricte monotonie de f entraine aussitot I'égalité a = b. C’est le résultat
voulu.

Réciproquement, supposons que f’ est positive ou nulle sur I et que Z ne contient aucun intervalle non vide
non réduit & un point. Déja, f est croissante via (ii), puisque f’ est positive ou nulle sur I.

Soient z,y € I, < y. Nous savons donc que f(z) < f(y). Si f(z) = f(y), la croissance de f montre que f
est constante sur [z,y], puis que f’ est nulle sur [z,y] via (i), et enfin que Z contient I'intervalle [z,y] non
vide non réduit & un point — ce qui est faux. Par conséquent f(z) # f(y), et donc f(z) < f(y).

Le cas ou f est décroissante se traite de la méme maniére, ou bien s’obtient a partir du cas en précédent en
multipliant f par —1. |

Le chapitre de début d’année sur les équations différentielles reposait en grande partie sur l'assertion (i) du

théoréme précédent. La voila démontrée.

Exemple

Vo € [-1,1], Arcsin x + Arccos © = g

En effet La fonction f : 2 —— Arcsin 4+ Arccos x est dérivable sur | — 1, 1] de dérivée identiquement nulle.

Ceci montre que f est constante sur | — 1, 1], égale par exemple & sa valeur en 0 qui est g La continuité de f en

+1 permet d’affirmer que f est constante égale a g sur tout l'intervalle [—1, 1] comme voulu.

2.4 CONTINUITE D’UNE DERIVEE

Théoréme

e Si 1ir+n f existe (dans R), alors lim

(Continuité d’une dérivée) Soit f : [a,b] — R une application continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b].

f(z) — f(a)

r—a r—a

existe aussi et ces deux limites sont égales.

e En particulier, si lir+n f' existe et _est finie, alors f est dérivable en a et f’ est continue en a.
a

On dispose d’un résultat analogue pour prolonger par dérivabilité & gauche, de méme qu’en un méme point des deux cotés.

X XK Attention! La réciproque de ce théoréme est fausse au sens suivant : la dérivabilité de f sur tout [a, b] n’implique

pas Dexistence de lir+n f'. Par exemple, la fonction f : z — x

1
f/(0) = 0, mais li(r)nf n'existe pas car :  Vax € R*, f'(z) = 2xsin ~ —cos—.

.1 . .
Zsin = prolongée par 0 en 0 est dérivable sur R tout entier et
x

1
T




Démonstration On suppose que lim f’ existe et on note £ € R cette limite.
a

e Casou l€R: Soite>0.Ilexistea >0tel que: Vz€la,a+al, |f(z)—¢<e.
Soit « € ]a,a+a]. Comme f est continue sur [a, z] et dérivable sur |a, z[, le théoréme des accroissements finis

affirme que %ﬁz(a) = f’(c) pour un certain ¢ € ]a, z[. On a donc : %ﬁz(a) -l = ‘f’(c) ,g‘ <e.
Pour tout € > 0, nous avons donc trouvé un a > 0 tel que :  Vz € Ja,a+ql, %ﬁz(a) — ¢ <e. Clest

existe et vaut £. Cela montre bien que f est dérivable en a.

Finalement, lim f = ¢ = lim M =
at T—a xr—a

dire que lim M

r—a xr—a

f'(a), et donc f’ est continue en a.

e Cas ot £ =00 : Soit A€ R. Il existe a>0tel que: Vz€la,a+al, [f'(z)= A
Soit « € Ja,a + «]. Comme f est continue sur [a,z] et dérivable sur ]a,z[, le théoréme des accroissements

f(-’vgz*f(a) _ f@) = fla) _ F(e) > A

finis affirme que f'(c) pour un certain ¢ € Ja,z[. On a donc :

—a T —a

Pour tout A € R, nous avons donc trouvé un o > 0 tel que :  Vz € Ja,a + o, M > A. Clest
T—a

dire que lim M existe et vaut oco. Méme chose si £ = —o0. |

r—a xr—a

Exemple La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0.
En effet

e En réalité, on n’a pas besoin d’utiliser le théoréme précédent pour démontrer la non-dérivabilité de la racine
carrée en 0. Il suffirait simplement de revenir au taux d’accroissement de +/- en 0.

e Cela dit, vous étes parfois tentés de justifier la non dérivabilité de /- en 0 en avangant 'idée que la fonction
V- "= <x — F) n’a pas de limite finie en 0. Il se trouve que ce raisonnement est correct, mais il requiert
T

justement le théoréme de prolongement par dérivabilité précédent. Précisément : 1/~ est continue sur Ry et
. . . -0
dérivable sur Rfr, et xlir& \/_l(x) = 00 ; par conséquent ilg%) %
non-dérivabilité de la racine carrée en 0. Mais notez bien que la continuité de la racine en 0 est une hypothése

nécessaire dans ce théoréme.

= 00, ce qui justifie bien, en effet, la

2.5 THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS ET SUITES RECURRENTES

Nous avons déja vu de nombreux exemples de suites définies par une relation de récurrence de la forme « un+1 = f(un) ».
Gréace a des théorémes comme le théoréme de la limite monotone ou la caractérisation séquentielle de la limite, nous avons appris
a tordre le cou méthodiquement & de telles suites. Nous allons enrichir nos techniques dans ce domaine en utilisant & présent
I'inégalité des accroissements finis.

Comme nous le savons bien, une suite définie par une relation de récurrence de la forme « un4+1 = f(un) » converge souvent
vers un point fixe de f. Pour les mathématiques appliquées, cette remarque vaut de l'or. En effet, si on a besoin — et cela arrive
plus qu’on le croit — d’une approximation d’un point fixe £ d’une fonction f, il est tentant d’introduire une suite (un)nen telle
que Unt+1 = f(un) pour tout n € N. Si on peut montrer que lim w, = ¢, alors on pourra approximer ¢ par u, pour tout n € N;

n— oo

I’approximation sera d’autant plus précise que n est grand.

Ces remarques ne résolvent malheureusement pas tous nos problémes : si on doit calculer w, ;410 pour obtenir une approxi-

101
mation de £ & 1072 prés, on n’est pas rendu. On préférerait obtenir un grand nombre de décimales de ¢ en ayant seulement &
calculer u1o par exemple. Se pose ainsi I’épineux probléme de la vitesse de convergence des suites. Si la suite (un —€)nen converge

rapidement vers 0, par exemple si un, — € ~ o (vitesse exponentielle ou géométrique), on aura de bonnes approximations de
n—oo

. . . . . 1.
¢ sans avoir a fournir trop d’efforts; si au contraire (un — €)nen converge lentement vers 0, par exemple si up, — € ~ — il

n—oo Inn
faudra calculer uny pour un N assez grand pour avoir une bonne approximation de ¢.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante de convergence exponentielle, donc de convergence rapide.

Théoréme (Utilisation de I’inégalité des accroissements finis pour ’étude des suites récurrentes) Soit f € D(I,R)
telle que f(I) C I. On suppose que f posséde un point fixe £ dans I et que |f’| est majorée sur I par un certain réel n avec
0<n<l.

Soit en outre (un)nen une suite telle que uo € I et telle que: Vn €N, wupt1 = f(un).

Alors: VneN, |up—¥ <n"uo—¥|. En particulier (un)nen est convergente de limite £ et la convergence est exponentielle.
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QX QXY D En pratique  On n’acceptera jamais que vous utilisiez ce résultat sans le rejustifier au cas par cas; ce résultat est
avant tout une technique. Il figure dans ce cours comme un théoréme uniquement par souci de clarté.

Démonstration

e Un corollaire de 'inégalité des accroissements finis nous permet d’affirmer que f est n-lipschitzienne sur I.
Pour tout n € N, on a donc : ‘f(un) — f(E)| < njun — €|, ce qui s’écrit aussi : |unt1 — €] < njun — ¢
via les hypothéses du théoréme.

e Une récurrence que vous rédigerez seuls montre alors, comme voulu, que: Vn € N, |ups1 —£] < n™|uo—¥).

e L’hypothése essentielle selon laquelle 0 < 7 < 1 montre aussitdt, puisque lim 7" = 0, que (un)nen est
n—0o0

convergente de limite ¢; c’est le théoréme des gendarmes qui le dit. |

Exemple Le polynome X 4+ X — 1 posséde une unique racine réelle égale 4 0,68 & 10~2 prés.
En effet

e La fonction z — x> 4+ x — 1 est dérivable sur R de dérivée x — 322 + 1 strictement positive. Elle est donc
strictement croissante sur R, et comme lim (z° + 2 — 1) = 0o et lim (z° + 2 — 1) = —oo0, la continuité
T—00 r— —00
de f montre que f réalise une bijection strictement croissante de R sur R. On remarque par ailleurs que
0°+0—-1=-1<0etquel®>+1—-1=1>0.
En particulier, comme annoncé, le polynéme X> 4 X — 1 posséde une unique racine réelle p € ]0,1[. On a :

1
3 2
+p—1=0 “— 1+ =1 — =p.
P +p p(1+p°) ety
Bref, p est LE point fixe de la fonction f: x !
T ——.
, P P X T
e On définit alors la suite (pn)nen en posant po =0et: VYn €N, ppt1= f(pn) = To 2 ER

On s’attend, si tout se passe bien, a avoir lim p, = p. Pour le montrer, nous allons appliquer & f 'inégalité

des accroissements finis.

2
e Rationnelle, f est ici dérivable sur Ret : Vzr e R, f'(z)= —ﬁ. Tachons de majorer |f’|. Pour
» . 2(3z% — 1) o o L
cela, dérivons de nouveau: Vzx eR, f'(z)= RETOEE On en déduit aussitot le tableau des variations
de f' :
1 1
T |—00 —— — 00
V3 V3
3\/§ / 0
f(x) / 8§ T 33
0 8
qui montre que |f’| est majorée par %/g sur R. Comme %ﬁ < 0,7, nous pouvons en déduire que f est

(0,7)-lipschitzienne sur R.

e Du coup, pour tout n € N:  |ppq1 —p| = |f(pn) — f(p)‘ <0, Tlun — p|.
Par récurrence, ce résultat devient aussitot :  Vn € N, |p, — p| < (0,7)"|po — p| = (0,7)"|p] < (0,7)".
En particulier, le théoréme des gendarmes affirme la convergence (exponentielle) de (pn)nen vers p, comme
voulu.

e Nous pouvons donc utiliser (p,)nen pour calculer une valeur approchée de p & 1072 prés. Mais combien de
termes de la suite devons-nous calculer ? Pour tout n € N :

S In0,01
In0,7

(0,7)" <1072 = n>13.
On obtient donc une valeur approchée de p & 1072 prés en calculant ui3. On obtient w13 ~ 0, 68. En realiteé,
on constate en faisant le calcul que u, vaut 0,68 au bout de trois ou quatre termes, mais ce qui compte, ce
n’est pas ce qu'on constate, mais ce qu'on démontre. Nos calculs n’ont peut-étre pas été d’une finesse a
toute épreuve, mais en tout cas ils sont corrects.
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¥ ¥ ¥ Explication La technique d’étude des suites définies par une relation de la forme « un+1 = f(un) » que nous
venons d’étudier mérite d’étre d’étre comparée aux techniques que nous utilisions jusqu’ici. Par rapport au théoréme de la limite
monotone, le théoréme des accroissements finis est intéressant pour deux raisons au moins.

1) Comme nous 'avons déja remarqué, le théoréme des accroissements finis nous fournit, quand il s’applique, une
convergence exponentielle de la suite (un)nen étudiée.

2) Le théoréme de la limite monotone requiert ’étude de la monotonie de la suite étudiée. On sait qu’il faut distinguer
le comportement de (uzn)nen de celui de (uzn+1)nen lorsque f est décroissante. Avec le théoréme des accroissements finis,
étudier la monotonie ne présente aucun intérét si on souhaite seulement justifier la convergence de (un)nen.

Cela dit, I'inégalité des accroissements finis ne peut étre appliquée avec succés que si la fonction |f’| est majorée par un réel n
tel que 0 < n < 1. Ceci est assez contraignant.

3 DERIVEES SUCCESSIVES

3.1 DEFINITIONS

Définition (Dérivées successives) Soit f : I — R une application. On définit les dérivées successives de f, si elles existent,
au moyen d’une récurrence.

e On commence par poser f(o) = f.

e Soit alors k € N. Si on a réussi & définir f(k) sur I au cours des étapes précédentes, et si f (k) est dérivable sur I , on
pose f*HD = ()",

dFf

Pour tout k € N, la fonction f*) ainsi (éventuellement) définie est appelée la dérivée k°™° de f ; on la note parfois 0r quand

le symbole utilisé pour désigner la variable de f est [J. Si elle existe, on dit que f est k fois dérivable sur I.
On note généralement f, f’, f” et f” plutot que f©O, f@ 5@ et O respectivement.

Définition (Fonction de classe C*) Soit f: I — R une application.
e Pour tout k € N, on dit que f est de classe C* sur I si f est k fois dérivable sur I et si %) est continue sur I.
L’ensemble des applications de I dans R de classe C* sur I est noté C*(I,R).

e On dit que f est de classe C* sur I si f est dérivable autant de fois qu’on le veut sur I.
L’ensemble des de I dans R de classe C* sur I est noté C*°(I,R).

¥ ¥ ¥ Explication Ne confondez surtout pas « de classe C* » avec « k fois dérivable ».

. = De classe C®> = Trois fois dérivable => De classe C> = Deux fois dérivable => De classe C' = Dérivable = ...

En outre, « de classe C° » = « continue », de sorte que C°(I,R) = C(I,R).
Exemple La fonction exponentielle est de classe C*° sur R, égale a toutes ses dérivées successives.

Exemple Soit a € R. La fonction z —— z% est de classe C* sur Ri. Pour tout k£ € N, sa dérivée k™ est la fonction
zr—ala—1)(a—2)...(a —k+ Da>"F,

En effet  On raisonne par récurrence sur k. La fonction @ —— 2 est 0 fois dérivable sur R de dérivée péme
elle-méme.

Soit alors k € N. On suppose  — z k fois dérivable sur R} de dérivée ke g a(a—1) ... (a—k+1)z>*.
Or z +— (a — k) Inz est dérivable sur R et « — €” l'est sur R, donc par composition z — elamk)ine _ ga=k
est dérivable sur R, de dérivée x — (a — k)z**~'. Finalement la fonction z — 2* est (k + 1) fois dérivable

sur R, de dérivée (k + 1)¢m€ 1a fonction z — a(a —1)...(a — k)z*" %=1, comme voulu.
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L’exemple suivant est un grand classique. A savoir refaire !

Exemple Soient k € N et f € C*(I,R). Si f s’annule en au moins (k + 1) points distincts, alors f*) s’annule en au moins
un point.

En effet Montrons par récurrence que pour tout ¢ € [0, k], @ s’annule en au moins (k—1i41) points distincts.
Pour 7 = k, on a tout simplement 1’énoncé du théoréme souhaité.

e Initialisation : L’assertion pour i = 0 n’est autre que ’hypothése du théoréme.

e Héreédité : Soit ¢ € [0,k — 1]. On suppose que @ g’annule en au moins (k — i+ 1) points distincts
T1,T2,...,Tk—i+1 rangés dans Pordre 1 < x2 < ... < Tk—it+1-
Pour tout j € [1,k — 4], £ est continue sur [x;,2;+1], dérivable sur |z;, zj11[ et f@(z;) = fO (2;41) = 0.
Le théoréme de Rolle affirme donc 'existence d’un zéro x; de f(”l) compris strictement entre x; et x;41.
Nous disposons ainsi de (k — i) = (k — (i + 1) + 1) zéros de f"""); ceux que nous avons trouvé sont deux a
deux distincts car ) < 2 < zh < a3 < ... < xfc_i < Xk—i, donc distincts, comme voulu. Notre récurrence
est terminée. [ |

3.2 OPERATIONS SUR LES DERIVEES SUCCESSIVES

Théoréme (Opérations algébriques et dérivées successives) Soient f: I — R et g : I — R deux applications et
k € N. On suppose f et g k fois dérivables (resp. de classe Ck) sur I.

(i) Somme : f + g est k fois dérivable (resp. de classe C*) sur et :  (f 4 g)*® = f® 4 ¢g®

(ii) Produit : fg est k fois dérivable (resp. de classe C*) sur T et :

k

(fg)® = Z ( )f(p)g(k_p) (formule de Leibniz).

(iii) Multiplication par un scalaire : Pour tout A € R, A\f est k fois dérivable (resp. de classe C*) sur I et :
AN® =ar®.
(iv) Quotient : Si g ne s’annule pas sur I, g est k fois dérivable (resp. de classe Ck) sur I.

Bien siir, des résultats analogues sont vrais quand f et g sont de classe C* sur I.

Démonstration Montrons seulement les assertions (ii) et (iv).

(ii) Raisonnons par récurrence. Notre assertion au rang k € N est la suivante : pour toutes fonctions f : I — R

k
k _
et g : I — R k fois dérivables sur I, le produit fg est k fois dérivable sur I et (fg)(k) = Z (p) f(p)g(k 2
p=0

e Initialisation : Il n’y a rien & montrer.

e Hérédité : Soit k € N. On suppose lassertion au rang k vraie. Soient alors f : ] — Retg: I — R (k+1)

k
fois dérivables sur I. Via l’assertion au rang k, fg est k fois dérivable sur I et (f g Z ) f ®) g(kfp ).

Nous devons dériver encore une fois, si c’est possible.

Or pour tout p € [0, k], P est (k—p+ 1) fois dérivable sur I et g*P) est (p + 1) fois dérivable sur I;
comme k—p+1>1letp+1=1, f et g* P sont au moins une fois dérivables sur I. Ce raisonnement
montre que (fg)(k) est dérivable sur I. Du coup, dérivons :

(fg)*+D = [Xk: ( )f@) (k— ,,)] _ Xk: (’;) (f(mg(k—p))’ _ zk: (’;) (f<p+1)g<k—p> n f<p>g(k—p+1>>
0

p=0 p=0 p=

k k k+1 k i
P+1) (k p) (p) ,(k—p+1) _ (q) (k+1—q) P) (k+1—p)
= +
3 (o)t (p) e =3 (! )f 2()

= =0 q=1
k
k k _ 1 k+1
() o ()] o oy mome gt 5 (<) o g
p—1 p de Pascal
p=1 p=1

k+1

= (k + 1) f(”)g(k“*p). C’est fini. Méme chose dans le cas C*.
p
p=0
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(iv) Raisonnons par récurrence. Notre assertion au rang k € N est la suivante : le quotient de deux fonctions
k fois dérivables sur I (la fonction au dénominateur ne s’annulant pas) est k fois dérivable sur I.
e Initialisation : Il n’y a rien & montrer.
e Hérédité : Soit & € N. On suppose l'assertion au rang k vraie. Soient alors f: I — Ret g: I — R

(k + 1) fois dérivables sur I, g ne s’annulant pas sur I. En particulier, f et g sont dérivables sur I, donc

/ ’o ’
le quotient / est dérivable sur I, avec : (i> = M Or (f'g — fg') est k fois dérivable sur I,
g g g

ainsi que g2, donc via I’assertion au rang k, <i> est k fois dérivable sur I. Cela montre bien que ! est
g g
(k 4+ 1) fois dérivable sur I comme voulu.

Meéme chose dans le cas C*. [ |

Théoréme (Composition et dérivées successives) Soient f: ] — J et g : J — R deux applications et £k € N. On
suppose f k fois dérivables (resp. de classe C*) sur I et g k fois dérivables (resp. de classe C*) sur J. Alors g o f est k fois
dérivables (resp. de classe C*) sur I.

Démonstration Raisonnons par récurrence. Notre assertion au rang k € N est la suivante : si f : I — J et
g :J — R sont k fois dérivables respectivement sur I et J, alors g o f est k fois dérivable sur I.

e Initialisation : Il n’y a rien & montrer.

e Hérédité : Soit £ € N. On suppose ’assertion au rang k vraie. Soient alors f : [ — Jet g: J — R
(k + 1) fois dérivables sur I et J respectivement. En particulier, f et g sont dérivables sur I, donc go f est
dérivable sur I, avec : (g o f)/ =f'xg of. Org estk fois dérivable sur J, ainsi que f sur I, donc via
lassertion au rang k, g’ o f est k fois dérivable sur I. Cela montre bien, par produit, que (g o f)/ est k fois
dérivable sur I, i.e. que go f est (k+ 1) fois dérivable sur I comme voulu.

Meéme chose dans le cas C*. [ |

Théoréme (Fonction réciproque et dérivées successives) Soit f: I — R bijective de I sur f(I), telle que f’ ne s’annule
pas sur 1. On suppose f k fois dérivables (resp. de classe C¥) sur I. Alors f~* est k fois dérivable (resp. de classe C*) sur f(I).

Démonstration S’inspirer des preuves précédentes. |

4 EXTENSION AU CAS DES FONCTIONS COMPLEXES

Nous allons briévement étendre les résultats que nous avons obtenu pour les fonctions réelles aux fonctions complexes. Les
notions de dérivabilité en un point, & gauche, & droite, et de dérivabilité sur un intervalle et de fonction de classe C* sont définies
dans le cas des fonctions complexes de la méme fagon que dans le cas des fonctions réelles — mais | - | désigne dans ce contexte
la fonction module, et non la fonction valeur absolue. Pour tout k € N, on note C* (I,C) I'ensemble des applications de classe ck

sur I & valeurs dans C.
Le résultat suivant est une conséquence immeédiate de la caractérisation de la limite d’une fonction complexe en un point &
l’aide de ses parties réelle et imaginaire.

Théoréme (Caractérisation de la continuité a partir des parties réelle et imaginaire) Soient f:I — C,a € I et
¢ € C. Les assertions suivantes sont équivalentes :

e f est dérivable en a. o Re(f) et Im(f) sont dérivables en a.

De méme les assertions :

e f est dérivable sur I. e Re(f) et Im(f) sont dérivables sur I.

Avec les fonctions complexes, la dérivabilité implique toujours la continuité. De méme les opérations d’addition, produit,
multiplication par un scalaire et inverse sur les fonctions dérivables donnent lieu aux mémes résultats que dans le cas réel.

Les grands théorémes sur la dérivabilité — en premier lieu, le théoréme de Rolle — sont faux pour les fonctions complexes.
Par exemple, la fonction t — e est continue sur [0, 27], dérivable sur ]0, 27|, et e¥ = 2" = 1, mais pourtant sa dérivée, qui
est la fonction ¢ — ie®*, ne s’annule pas. Les théorémes reliant la monotonie et le signe de la dérivée n’ont aucune chance d’étre
vrais dans le contexte des fonctions complexes, car la monotonie d’une fonction complexe n’a aucun sens.
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En revanche I'inégalité des accroissements finis est encore vraie, bien que I’égalité des accroissements finis ne le soit plus.

Théoréme (Inégalité des accroissements finis) Soit f : [a

[a,b] — C une application continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b].
Si |f’| est majorée par un certain K € Ry sur Ja,b], alors : |f(b)

— f(a)| < K|b—al.

Démonstration Notons 6 un argument de f(b) — f(a), de sorte que e’ (f(b) — f(a)) € R. Introduisons ensuite

Papplication ¢ : { [a:,vb] : Rﬂj(e*ief(x)) . Puisque ¢ = cos 0 Re(f)+sin 6 Im(f), alors ¢ est continue sur [a, b]

et dérivable sur ]a, b[. Par ailleurs : |<p(b) fnp(a)| = ‘Re[eﬂe (f(b)— f(a)] ‘ = ‘6719 (f(b) ff(a))‘ = ‘f(b) ff(a)|.

Et d’autre part :  |¢'| = ‘Re(e_wf’) <le fl=1f1< K.
L’inégalité des accroissements finis appliquée a la fonction réelle ¢ affirme finalement que :

p(b) —p(a)| < Klb—al,  ie [f(b)—f(a)] < K[b—al. L]

Théoréme (Caractérisation des fonctions constantes) Soit f € D(I,C).

f est constante sur I si et seulement si f’ est nulle sur I.

Démonstration

f est constante sur I <= Re(f) et Im(f) sont dérivables sur I <= Re(f)" et Im(f)’ sont nulles sur I
<= f' est nulle sur I. |
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